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1. Problem / Aufgabenstellung

Es wird ist folgendes Problem zu Iésen: gegeben ist eine Menge von Stadten S mit der Kardinalitét
n. Nimmt man weiterhin an, dass zwischen zwei beliebigen Stadten u, v € S (u # v) eine direkte
Verbindung besteht, so kann man die Staddte mit ihren Verbindungen als einen vollstandigen
Graphen G=(V, E) mit der Knotenmenge V und der Kantenmenge E betrachten. Der Graph ist
gerichtet, was bedeutet, dass zwischen 2 beliebigen Stadten unterschiedliche Léngen fir Hin- und
Ruckreise entstehen kdnnen. Jede Kante (u,v) € E des Graphen ist gewichtet, wobei die Gewichte
die L&nge der Reise von Stadt u nach Stadt v angeben.

In dieser Konstellation kann der Graph direkt als n*n-Matrix gespeichert werden mit den Léngen der
Wege zwischen den Stadte als Matrixelemente. Diese ,,Distanzmatrix* sei wie folgt definiert:

dist:{0,..,n-1}x{0,..,n-1}>N

4 N
diSto,o diStoll e distoyn_l
. diSt]_,o diStlll e diStlin_l
dist =
diStn_l,o diStn_Ll diStn-l,n-l
- J

Dabei gilt distjj = oo (0 <i <n-1), d.h. die Hauptdiagonale ist mit « besetzt, da keine Verbindung
von einer Stadt zu sich selber existieren soll.

dist(i,j) mit 0 <i,j < n-1 stellt eine Zugriffsfunktion auf die Distanzmatrix dar, liefert also das
Element dist;; als Distanz von Stadt i zu Stadt j zurck.

Mit diesem als Distanzmatrix gegebenem Graphen soll nun folgendes Problem gel6st werden:
Gesucht ist eine Rundreise minimaler Lange durch alle n Stédte.

Das zu l6sende Problem kann als Suchproblem charakterisiert werden, da wir eine der Rundreisen

mit der Eigenschaft der minimalen Lange suchen. Zudem ist es ein Minimierungsproblem, da eine

minimale Rundreise gesucht wird.

Anders ausgedrickt suchen wir einen Hamiltonkreis minimaler Lange im Graphen (einen, der alle

Knoten einschliel3t). Wir suchen also einen minimalen Weg durch alle n Stadte, wobei wir keine

Stadt doppelt besuchen und am Ende zur Ausgangs-Stadt zurtickkehren wollen.

Als Losung des TSP erwarten wir die Distanzmatrix des Ausgangsproblems, in der fur nicht zur
Rundreise gehdrige Kanten die Entfernung ,,0* eingetragen ist. Da ein Knoten genau einmal
durchlaufen wird, existiert in der Lésungsmatrix damit stets genau ein Element pro Zeile und pro
Spalte, welches = o ist = dies kann als Permutation der n Stadte angesehen werden und bildet somit
die Rundreise durch alle Stadte.

Rundreiseproblem mit Permutationen ausgedriickt: Gegeben ist eine Folge von Zahlen 0, 1, ..., n-1,
welche die n Stadte repréasentieren. Die Distanzen zwischen den Stédten seien als Distanzmatrix dist
gegeben. Gesucht ist nun eine Permutation p; (1 <j < n!) aus der Menge aller Permutationen P dieser
n Zahlen, welche nur 1 Zyklus besitzt und folgendem Kriterium gendigt:

length = migﬂidist( p; (), p;( +1))j +dist(p;(n-1), p;(0)) (1)
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2. Algorithmische Idee, Branch-and-Bound

0.B.d.A. (in einem Kreis kann man an einer beliebigen Stelle beginnen) gehen wir davon aus, dass
die Rundreise bei Stadt 0 beginnt und dort auch wieder endet (Knoten 0 im Graph).

Die triviale Losung erhdlt man durch Aufzéhlung aller Permutationen der Knotenmenge und durch
Anwenden von (1). Die Kardinalitat der Menge aller Permutationen von n Zahlen betrégt n!. Unter
der Annahme, dass die Rundreise bei Knoten O beginnen moge, sind zwar ,,nur noch“ (n-1)!
Permutationen zu betrachten, da der Rechenaufwand allerdings trotzdem mit O(n!) anwaéchst, ist es
selbst fur relativ kleine EingabegréRen wie z.B. n=1000 unvorstellbar, eine Losung in vertretbarer
Zeit zu finden.

TSP ist ein NP-vollstandiges Problem, d.h. es ist kein deterministischer Algorithmus bekannt, mit
welchem eine Losung in polynomieller Zeit gefunden werden konnte.

Und trotzdem wurden mit der Zeit Algorithmen entwickelt, die bei ,,normalen* Eingabedaten eine
Menge Rechenaufwand einsparen konnen, indem sie die Eingabedaten geschickt anordnen und
Datenmengen von der Betrachtung komplett ausschliefen. Auf einen dieser Algorithmen, den
Branch-and-Bound-Algorithmus, mochte ich im Folgenden vertieft eingehen.

Allgemein ist Branch-and-Bound als eine Variante des Backtrackings anzusehen. Doch anders als
beim Backtracking, wo eine erschdpfende Suche durchgefiihrt wird, um eine optimale Lésung zu
finden, kann beim Branch-and-Bound-Algorithmus das Suchfeld eingeschrénkt werden, indem
Teilprobleme, die zu keiner optimalen Losung fiihren kdnnen, vernachlassigt werden.

Der Algorithmus arbeitet in 2 Schritten. In der Annahme, dass bereits ein Anfangsstiick einer
Rundreise festgelegt ist und dass dieses Anfangsstlick keine Rundreise durch den Graphen darstellt,
wird im 1. Schritt der Suchraum zerlegt durch eine vollstandige Fallunterscheidung Gber die
Fortsetzung des Anfangsstiicks der Rundreise.

Durch diese Zerlegung wird ein binarer Entscheidungsbaum aufgebaut, in welchem an jedem
Knoten eine Entscheidung zwischen ,,Nimm Knoten x auf“ und ,,Nimm Knoten x nicht auf
(mit x e V) getroffen wird.

Allgemein I&sst sich der Entscheidungsbaum somit wie folgt darstellen:

Anfangsstick der Rundreise

Knoten v

Fortsetzung tber Knoten v’ Fortsetzung nicht tiber Knoten v’
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Der vollstandige Entscheidungsbaum flr n=4 Knoten lasst sich z.B. so darstellen:

Ausgangssituation

T

von O nach 1 nicht von 0 nach 1

N

von 1 nach 2 nicht von 1 nach 2 von 0 nach 2 nicht von 0 nach 2

N VAR l

von 2 nach 3 vonlnach3 wvon2nachl nicht von 2nachl von 0 nach 3

Lo SN

von 3 nach2 von 1 nach 3 von 2 nach 3 von 3 nach 1 nicht von 3 nach 1
von 3 nach 1 von 1 nach2  wvon3 nach?2

l

von 2 nach 1

Der Aufbau des Entscheidungsbaumes geschieht derart, dass bei jedem Baum-Knoten mit der dort
gultigen Distanzmatrix (gultig heil3t: mit dem aktuellen Anfangsstiick der Rundreise konform)
gepruft wird, welche Stadte von der aktuellen Stadt i aus erreichbar sind.

Folgende Situationen sind dabei zu unterscheiden (eine genauere Betrachtung dieser findet in 4.2
statt):

a)
b)

Das aktuelle Anfangsstiick der Rundreise hat die L&nge n-1: in diesem Fall gehen wir von i

zuriick zum Knoten j=0 und komplettieren somit die Rundreise.
Fir die Menge | der von i aus erreichbaren Stadte gilt [IN{O}| > 1: das bedeutet, dass mehr als eine

Stadt von i aus erreichbar ist. Wir wahlen die zahlenmaRig kleinste Stadt j aus | aus und fuhren
eine Fallunterscheidung durch zwischen: A) ,,Setze Rundreise uber j fort“, B) ,,Setze Rundreise
nicht Gber j fort*. Fir beide Entscheidungen sind neue Distanzmatrizen zu bilden.

Bei A) geschieht dies dadurch, dass man 1) alle in j eingehenden Kanten bis auf (i,j), Il) alle aus i
ausgehenden Kanten bis auf (i,j) sowie die Kante (j,i) = « (also nicht gangbar) setzt, was eine
Fortsetzung des aktuellen Anfangsstlicks einer Rundreise Uber Knoten j bedeutet.

Bei B) wird die Distanzmatrix so aktualisiert, dass die Kante (i,j) = oo gesetzt wird, was dem
Ausschluss der Fortsetzung des aktuellen Anfangsstiicks der Rundreise tiber Knoten j entspricht.
Fur die Menge | der von i aus erreichbaren Stadte gilt [I\{O}| = 1: das bedeutet, dass uns keine

Wahl bleibt — wir missen das aktuelle Anfangsstiick der Rundreise tber den einzigen in |
vorhandenen Knoten j fortsetzen. Die Distanzmatrix fur den Teilbaum der Entscheidung wird
gemald 2.A) aktualisiert.
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Bei n Knoten hat der Entscheidungsbaum flr einen festgelegten Startknoten (n-1)! Blatter, ein Pfad
von der Wurzel des Baumes zu einem Blatt (und zuriick zum Startknoten) stellt dabei jeweils eine
Rundreise dar.

Blatter sind auf Baumebenen >n-1 und <'(n-1)*n/2 angeordnet.

Ein Entscheidungsbaum von n Knoten besitzt K, = (n-1)*(K,.1+1) Knoten (mit n>1 und K;=1).

Der Vorgang der Zerlegung wird als Branching (,,Verzweigen®) bezeichnet.

Im 2. Schritt wird zun&dchst fur jedes Teilproblem (an jedem inneren Knoten des
Entscheidungsbaumes fiir den linken sowie rechten Sohn eines Knoten) eine untere Schranke U fir
die Kosten berechnet, welche mit dem aktuellen Anfangsstlick einer Rundreise zu erwarten sind. U
gibt an, wie hoch die Kosten fir jede mogliche Lésung des Teilproblems mindestens sind:

Seien i ein Knoten im Graphen und A der zu durchsuchende Abschnitt des Losungsraumes.

A stellt hier die Menge der in der betrachteten Situation begehbaren Kanten dar, dista spiegelt

den verbleibenden Teil des Ldsungsraums wider (die Ldsungen, welche mit dem aktuellen

Anfangsstiick einer Rundreise erreicht werden kénnen).

| ist die Menge der mit einem Knoten i adjazenten Knoten.

Wenn j der Knoten vor i und k der Knoten nach i auf einer Rundreise ist, dann hat diese

Rundreise durch den Graphen die Kosten:

n-1 n-1
K=" dist(i,k) = %*Z(dist(i, k) + dist( j,i))
i=0 i=0
Dann gilt fiir die untere Schranke:

1.8 . .. . .
U==* (_mln dist, (i, j) + min dIStA(j,I))
2 - jel\{i} jel\{i}

Begriindung:
Alle Knoten missen im verbleibenden Problem jeweils einmal besucht und wieder verlassen
werden. Kleiner als die Summe der minimalen Kosten um in einen Knoten hinein und aus
ihm wieder heraus zu kommen kann der Weg der kirzesten Rundreise dabei nicht werden.
(Es gilt: U < K). Die Halbierung ist notwendig, da die Kosten zum Herausgehen aus einem
Knoten i in einen Knoten j und Kosten zum Hereingehen aus einem Knoten k in den Knoten j
doppelt gezahlt werden, aber nur einfach betrachtet werden drfen.

Zusétzlich zur unteren Schranke U wird eine obere Schranke O eingefihrt, welche die
minimalen Kosten der bisher gefundenen Rundreisen angibt. Wurde noch keine Rundreise
gefunden, so ist O ,,c0” — erst im Lauf der Abarbeitung des Entscheidungsbaumes wird O durch
die Kosten der bis zum jeweiligen Schritt gefundenen minimalen Rundreise ersetzt.

O gibt an, welche Teilprobleme weiter untersucht werden mussen. Gilt fiir eine untere Schranke
U eines Teilproblems O < U, so kann Uber dieses Anfangsstiick der Rundreise keine neue
minimale Losung gefunden werden, da die untere Schranke durch weitere Entscheidungen nur
groler werden oder gleich bleiben kann, aber nicht kleiner wird. Der unter dem Teilproblem
liegende Baum kann also ,,abgeschnitten werden und ist nachfolgend nicht weiter zu betrachten.
Da somit einige Teilprobleme nicht weiter untersucht werden, wird der 2. Schritt des
Algorithmus’ als Bounding (,,Begrenzen®) bezeichnet.

Beginnend mit dem Ursprungsproblem werden beide Schritte (,,Branch* und ,,Bound*) solange

wiederholt, bis alle Problemzweige eliminiert/durchlaufen wurden und eine optimale Ldsung
gefunden wurde.
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An jedem Knoten des Baumes treffen wir eine Entscheidung Uber die Fortsetzung des
Anfangsstucks der Rundreise. Folgende Abbildung stellt die Situation dar:

Anfangsstuck der Rundreise
mit Kosten U

Knoten v

Knoten v’

Baum B;
Fortsetzung uber Knoten v’ Fortsetzung nicht Gber Knoten v’
mit unterer Schranke U; mit unterer Schranke U,

Es muss gelten: U < O, da wir das Anfangsstiick der Rundreise nicht weiter verfolgen wirden.
In dieser Situation sind 3 Féalle denkbar:

1.

U; < Uy Unter der Bedingung U; < O verzweigen wir zunéchst in den Teilbaum B;. Nach
Abarbeitung dessen verzweigen wir weiterhin in By, falls U, < O gilt. Sollte U; > O sein, so
werden die Teilbdume B; und By nicht weiter betrachtet.

U; > U,: Unter der Bedingung U, < O verzweigen wir zunéchst in den Teilbaum B,. Nach
Abarbeitung dessen verzweigen wir weiterhin in By, falls U; < O gilt. Sollte U, > O sein, so
werden die Teilbaume B, und B; nicht weiter betrachtet.

B, existiert nicht: Dies tritt auf, wenn eine Fortsetzung des Anfangsstlicks einer Rundreise
von Stadt i aus nur durch Hinzunahme eines Folgeknotens j zum Anfangsstiick méglich ist,
aber nicht durch Ausschluss dessen. In diesem Fall verzweigen wir unter der Bedingung U; <
O nur in den Teilbaum B;. Sollte U; > O sein, so wird der Teilbaum B; nicht weiter
betrachtet.

Zu Beginn des Algorithmus’ wird eine erste obere Schranke # oo dadurch gefunden, dass ein
Weg durch den Entscheidungsbaum gemald der Berechnung der kleinsten unteren Schranke an
jedem Knoten fiir seine beiden Séhne durchlaufen wird, um eine erste Rundreise zu finden. Die
obere Schranke O wird dann auf die Kosten dieser Rundreise gesetzt. Von da ausgehend kénnen
wir kirzere Rundreisen finden, indem wir die Teilbdume mit U < O weiter betrachten und die
Teilbdume mit O < U abschneiden.
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3. Verdeutlichung anhand eines Beispiels

e Problem-Graph:

e Distanzmatrix des Ausgangsproblems:

w|r([N]g] o
NN
] |w|ov|u|ew

1
1
o0
5
5

WIN | |O

e Aufbau des Entscheidungsbaumes (dabei gilt am Anfang fiir die obere Schranke: O = ):
Ausgangssituation

0 1 2 3
0 o |1 1 5
1 2 o | 4 6
2 4 5 o | 3
3 3 5 2 o0
nicht
von 0 nach 1 von 0 nach 1
0 1 2 3 0 1 2 3
0 - 1 © | o 0 o | o 1 5
1 0 o | 4 6 1 2 © 4 6
2 4 o | o |3 2 4 5 o | 3
3 |3 | |2 | 3 13 1512 |
N J ~ -
~ h'd
U =95 U, =95

8/32



Die untere Schranke U fur die beiden Teilprobleme ist identisch, weshalb wir zunédchst den linken
oder rechten Pfad weiter verfolgen kénnten. Wir wollen hier zuerst den linken Pfad betrachten.

von 0 nach 1
0 1 2 3
0 o |1 o |
1 o | o |4 6
2 4 o | o |3
3 3 o | 2 0
nicht
von 1 nach 2 von 1 nach 2
0 1 2 3 0 1 2 3
0 o 1 > o 0 0 1 0 0
1 o |lo |2 © 1 o | o [ o |6
2 4 o | o |3 2 4 o | o [3
3 3 o | o | © 3 3 0 2 0
N J N~ -
Y y
U, =11 U, =105

Die untere Schranke U des rechten Sohnes ist kleiner als die untere Schranke des linken Sohnes,
weshalb der Pfad tber den rechten Sohn weiter verfolgt wird.

nicht von 1 nach 2

0 1 2 3
0 o |1 o | w
1 0 | | o |6
2 4 w | o | 3
3 3 w | 2 0
von 1 nach 3
. 4
0 1 2 3
0 o |1 o | w
1 w | o | o |6 U=125
2 4 w | o | ©
3 3 w | 2 0
von 3 nach 2
. 4
0 1 2 3
0 o |1 o | w
1 0 | | o |6 U=13
2 4 w | o | ©
3 o | oo |2 0
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In der Situation ,,nicht von 1 nach 2“ haben wir nur noch eine Option, von Knoten 1 weiter zu
kommen und zwar Uber Knoten 3. Ebenso missen wir dann vom Knoten 3 weiter zu Knoten 2
gehen, eine Entscheidung hinsichtlich ,,gehe nicht von 3 nach 2* ist nicht moglich, da wir Knoten 1
schon besucht haben und noch nicht zu Knoten 0 zurlickkehren dirfen, da wir dann Knoten 2 auBer
Acht gelassen hétten.

Nachdem wir ,,von 3 nach 2“ gegangen sind, ist die Rundreise beendet. Man kann sie auch an der
Matrix ablesen: 0 > 1 - 3 > 2 und am Ende wieder zuriick zu Knoten 0. Die untere Schranke in
dieser finalen Situation entspricht der exakten Kosten der obigen Rundreise: U=13. Da wir eine
Rundreise gefunden haben, bei der U < O gilt (denn offensichtlich gilt: U=13 < O=c0), wird die neue
obere Schranke auf die bis dato kleinste Rundreise gesetzt, also gilt ab jetzt O=13.

Wir gehen im Entscheidungsbaum nun solange zuriick, bis wir an eine Stelle kommen, an der wir
noch einen anderen Weg einschlagen kdnnen, dies zugunsten einer kleineren unteren Schranke aber
noch nicht getan haben.

Die erste solche Situation tritt beim Knoten mit der Entscheidung ,,von 0 nach 1“ auf. Zuerst hatten
wir uns dafiir entschieden ,,nicht von 1 nach 2* zu gehen. Da der Pfad ,,von 1 nach 2* mit den
Kosten U=11 belegt ist und U < O (11 < 13) gilt, beschreiten wir diesen Weg:

von 1 nach 2
0 1 2 3
0 w |1 o | o
1 w | o | 4 o0
2 4 o | o | 3
3 3 o | o | ©
von 2 nach 3
v
0 1 2 3
0 o |1 o | w
1 o | o |4 o0 u=11
2 o | o |w |3
3 3 w | o | ©

In der Situation nach der Entscheidung ,,von 1 nach 2 zu gehen, bleibt uns nichts anderes (brig, als
,von 2 nach 3* zu verzweigen. Zwar ist der Weg von 2 nach 0 noch frei, allerdings wére tber diesen
die Rundreise nicht beendet.

Nachdem wir ,,von 2 nach 3“ gegangen sind, kdnnen wir weiter von 3 nach 0 laufen und haben
wieder eine Rundreise gefunden: 0 > 1 - 2 - 3 und wieder zurlick zu 0. Die exakten Kosten
dieser Rundreise betragen U=11. Dies ist kleiner der bisherigen oberen Schranke O=13, also kann
eine neue obere Schranke mit O=11 gesetzt werden und die neue bis dato kleinste Rundreise wurde
gefunden.

Wie zuvor gehen wir im Entscheidungsbaum wieder solange zurick, bis wir uns fiir einen anderen
Weg entscheiden kdnnen. Dabei kommen wir zur Ausgangssituation zurtick, in der wir ,,von 0 nach
1* gegangen sind. Nun werden wir den Weg ,,nicht von 0 nach 1* weiter verfolgen, da dieser mit
seiner unteren Schranke von U=9.5 ebenfalls kleiner der aktuellen oberen Schranke O=11 ist.
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nicht von 0 nach 1

0 1 2 3

0 o | o |1 5

1 2 o | 4 6

2 4 5 o |3

3 3 5 2 0
von 0 nach 2
0 1 2 3
0 o | o |1 o0
1 2 o | oo | 6
2 o | b o | 3
3 3 5 o | o

_ J
4

nicht

von 0 nach 2
0 1 2 3
0 o | oo | |5
1 2 o | 4 6
2 4 5 o | 3
3 3 5 2 00

_ 4
Y
U, =12

Nach dem Prinzip der geringsten unteren Schranke beschreiten wir den Pfad ,,von 0 nach 2*:

von 0 nach 2

0 1 2 3

0 o | o |1 00

1 2 w | o | 6

2 w | 5 o | 3

3 3 5 o | o
von 2 nach 1
0 1 2 3
0 o | |1 0
1 2 w | o | 6
2 o | b o | ©
3 3 o | o | ©

_ )
Y
U1 =12

nicht

von 2 nach 1
0 1 2 3
0 w | o |1 00
1 2 o | o | 6
2 o | o | o |3
3 3 5 o | o

g J
Y
U2 =10

Nach dem Beschreiten des Pfades ,,von 0 nach 2* missen wir vom Knoten 2 weiter gehen. Schaut
man in Zeile 2 der Matrix in dieser Situation, so kénnen wir vom Knoten 2 aus die Wege ,,von 2
nach 1* oder ,,von 2 nach 3" beschreiten — es ist also eine Fallunterscheidung zwischen ,,von 2 nach

1* und ,,nicht von 2 nach 1“ moglich.

Hier entscheiden wir uns fiir den Pfad ,,nicht von 2 nach 1, da dieser eine geringere untere Schranke

besitzt (U,=10 < U;=12).
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nicht von 2 nach 1

0 1 2 3
0 o | o |1 0
1 2 o | o | 6
2 0 | | o [3
3 3 5 o | «©
von 2 nach 3
v
0 1 2 3
0 o | o |1 0
1 2 w | o | w U=10
2 0 | | o [3
3 3 5 o | «©
von 3 nach 1
v
0 1 2 3
0 o | o |1 0
1 2 w | o | w U=11
2 0 [ | o [3
3 w |5 o | w

In der Situation, in der wir uns entschieden haben, ,,nicht von 2 nach 1* zu gehen, missen wir uns
fir den Weg ,,von 2 nach 3" entscheiden, da dieser als einzige Alternative zur Verfligung steht.
Ebenso missen wir anschlieRend ,,von 3 nach 1“ gehen — zwar ist der Weg ,,von 3 nach 0* ebenfalls
moglich, wiirde aber keine vollendete Rundreise erzeugen.

Nachdem wir ,,von 3 nach 1* gegangen sind, ist eine neue Rundreise vollendet: 0 > 2 - 3 - 1 und
zuriick zu 0. Diese Rundreise besitzt die Kosten U=11 — da diese gleich der oberen Schranke sind
(U=0=11), wurde keine neue kirzeste Rundreise gefunden, die alte kiirzeste Rundreise bleibt also
bestehen.

Wie in den Féllen zuvor auch durchlaufen wir den Baum wieder riickwarts in Richtung Wurzel. In
der Situation, nach der wir ,,von 0 nach 2* gegangen sind, kdnnten wir uns nun daftr entscheiden
statt ,,nicht von 2 nach 1“ eben doch ,,von 2 nach 1* zu gehen.

Allerdings liegt die untere Schranke dieses Teilbaumes bei U=12.5 und damit uber der aktuellen
oberen Schranke von O=11. Wir sind in einer Situation, in der wir den kompletten Teilbaum
abschneiden konnen. Weil: die Aste in diesem Teilbaum kénnen uns nur zu Situationen fiihren, in
denen die untere Schranke groRer oder gleich der unteren Schranke der Teilbaum-Wurzel, also
U=12.5 ist. Da so aber keine neue kurzere Rundreise gefunden werden kann, brauchen wir den
gesamten Teilbaum nicht weiter zu betrachten.

Weiter zurlickgegangen im Entscheidungsbaum kommen wir zu der Verzweigung, nach der wir uns
entschieden haben ,,nicht von 0 nach 1“ zu gehen. Anstatt ,,von 0 nach 2 zu gehen, kdnnen wir uns
entscheiden ,,nicht von 0 nach 2 zu gehen. Allerdings liegt die untere Schranke hierfiir bei U=12, ist
also groRer als die aktuelle obere Schranke O=11. D.h. wie im vorigen Fall, dass wir den gesamten
Teilbaum ,,abschneiden® kénnen und nicht weiter betrachten mussen.
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Ein weiteres Zurickgehen im Baum bringt uns wieder zur Ausgangssituation (der Wurzel des
Baumes). Hier haben wir allerdings beide Entscheidungen (,,von 0 nach 1* / ,,nicht von 0 nach 1*)
schon abgehandelt, womit der Algorithmus terminiert.

Nach Beendigung des Verfahrens haben wir eine minimale Rundreise, also die Lésung fir dieses
TSP, gefunden: die erste gefundene minimale Rundreise war: 0 - 1 > 2 - 3, die Kosten hierfir
werden durch die obere Schranke beschrieben: O=11.

Was hat uns der Einsatz von Branch-and-Bound speziell in diesem Fall gebracht? Dies verdeutlicht
die folgende Skizze des bindren Entscheidungsbaumes fir das Problem. Jeder Knoten des Baumes
ist dabei stellvertretend fur die Situation nach der jeweiligen Entscheidung:

Ausgangssituation
von 0 nach 1 nicht von 0 nach 1
von 1 nach 2 nicht von 1 nach 2 von 0 nach 2 nicht von 0 nach 2
von 2 nach 3 von 1 nach 3 wvon 2 nach 1 nicht von 2 nach 1 von 0 nach 3
von 3 nach2 wvon 1 nach 3 von 2 nach 3 von 3 nach 1 nicht von 3 nach 1
von 3 nach 1 von 1 nach2  wvon 3 nach 2

von 2 nach 1

Mit dem Algorithmus des ,,erschopfenden Durchsuchens®, also des Findens aller Permutationen der
Knoten des Graphen, hatten wir den gesamten Entscheidungsbaum durchlaufen und uns alle
Rundreisen betrachten mussen (6 Stiick).

Die grinen Pfade und Knoten stellen nun die Wege dar, die wir betrachten mussten, um mit Branch-
and-Bound zu einer Lésung des TSP zu gelangen, die roten Pfade und Knoten brauchten wir dabei
nicht betrachten, da wir diese Teilbdume abschneiden konnten.

Allgemein ist festzuhalten, dass die Komplexitat des Problems TSP durch Lésung mittels Branch-
and-Bound im schlechtesten Fall nicht Gber die triviale Losung des Aufzahlens aller Permutationen
hinauskommt (siehe auch 6.). Allerdings ist zu bedenken, dass dieser schlechteste Fall nur in
seltenen Féllen auftritt und sich mittels Branch-and-Bound in den anderen Féllen viel Laufzeit
einsparen lasst.
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4. Algorithmus-Eigenschaften

4.1 Traversierung des Entscheidungsbaumes:

Wie bereits in 2. klar geworden sein sollte, wird der Entscheidungsbaum so abgelaufen, dass in
jedem Baumknoten zwischen den Fallen 1.) ,,U; < Uy*, 2)) ,U; > Ux* und 3.) ,,B; existiert
nicht“ unterschieden wird. Je nachdem, welcher Fall zutrifft, wird zuerst in den linken
Teilbaum B; bzw. in den rechten Teilbaum B, verzweigt und danach in den jeweils anderen
Teilbaum. Sollte B, nicht existieren, so wird nur nach B; verzweigt. Sollten eine untere
Schranke groRer gleich der aktuellen oberen Schranke sein, so wird im Bounding-Schritt der
darunter liegende Teilbaum ,,abgeschnitten” und nicht weiter betrachtet, da die darin enthaltene
Teilldsungsmenge zu keiner kiirzeren Rundreise fuhren kann.

Bei der Traversierung von Teilbdumen kann man wiederum 2 Falle unterscheiden:

(@) Es wird keine kirzere Rundreise gefunden:
In diesem Fall fihren alle Wege durch den Teilbaum in eine ,,Sackgasse®, d.h. darunter
liegende Teilbdume werden aufgrund einer unteren Schranke U > O abgeschnitten. Das
bedeutet auch, dass alle im Teilbaum enthaltenen Blatter (also die im Teilbaum enthaltene
Teillésungsmenge) eine untere Schranke U > O besitzen und somit im Teilbaum keine
kirzere Rundreise als die bisher kiirzeste vorhanden ist. Zur Illustration wieder eine Grafik:

Knoten i im Entscheidungsbaum,
Wurzel des Teilbaumes B

Fur alle Knoten gilt:
U<oO

Teilbaum B

Fur alle Knoten gilt:
Uu>0

Blatt 1 des Blatt 2 des Blatt k des
Teilbaumes, _ Teilbaumes,  ~ Teilbaumes,
.Uslzo .Uszzo UBkZO.

Fir alle Knoten des grau unterlegten Bereichs des Teilbaumes gilt U<O, sodass wir mit der
Hoffnung, eine neue kiirzere Rundreise zu finden, weiter in die Tiefe gehen kénnen.

Doch diese Hoffnung stellt sich als Trugschluss heraus, da fir alle Blatter des Teilbaumes, die
ja Rundreisen darstellen, U > O gilt und es somit keine klrzere Rundreise im Teilbaum geben
kann.

(b) Es wird eine kiirzere Rundreise gefunden als die bisher kiirzeste:
In diesem Fall gibt es mind. ein Blatt im betrachteten Teilbaum, welches eine untere
Schranke U kleiner der bisherigen oberen Schranke O besitzt. Folgende Grafik
veranschaulicht die Situation:
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Knoten i im Entscheidungsbaum,
Wurzel des Teilbaumes B

Fur alle Knoten gilt:
U<o

Teilbaum B

Fur alle Knoten gilt:
Uu>0

Blatt j im Entscheidungsbaum
mit U<O

Die Konsequenzen hieraus sind eine neue kirzere Rundreise, die man sich merkt und deren
Lange (untere Schranke U) die neue obere Schranke O bestimmt. Alle noch nicht
betrachteten Teilbdume, die keine untere Schranke kleiner der neuen oberen Schranke O
besitzen, brauchen nicht weiter betrachtet werden.

Wie bereits in 2. erwahnt wurde, werden die beiden Schritte Branch und Bound solange
ausgefihrt, bis der gesamte Entscheidungsbaum traversiert wurde, indem man Kkirzere
Rundreisen gefunden hat bzw. indem Teilbdume abgeschnitten wurden, da sie eine untere
Schranke U > O besessen haben.

In jeder Situation kann man dabei festhalten, welcher Teil des Entscheidungsbaumes bereits
betrachtet wurde und welcher Teilbdume noch abzuarbeiten sind. Dies lasst sich grafisch als
Baum so darstellen, dass wir in Teilbdumen, wo gerade ein Sohn S abgearbeitet wird und der
zweite Sohn T noch nicht betrachtet wurde, den ,aktiven* Sohn S als linken und den
,inaktiven*“ Sohn S als rechten Sohn anordnen. Somit erhalten wir einen Baum, in dem bereits
abgearbeitete bzw. gerade bearbeitete Teilbdume ,,links* und noch nicht betrachtete Teilbdume
»rechts® von einem Schnitt durch den Baum angeordnet sind.
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Folgende Grafik illustriert die Situation:

Bearbeitet oder in Noch nicht
Bearbeitung betrachtet

4.2 Korrekter Aufbau des Entscheidungsbaumes:
Allgemein kann man festhalten, dass der Entscheidungsbaum korrekt aufgebaut wird, wenn
sich mit diesem alle (n-1)! Permutationen (Rundreisen durch die Stadte) erzeugen lassen
konnen.

Dies ist der Fall, wenn die Distanzmatrix korrekt gesetzt wird und korrekte Bestimmungen
uber den weiteren Aufbau des Entscheidungsbaumes getroffen werden.

Wie in 2. bereits betrachtet wurde, geschieht der Aufbau des Entscheidungsbaumes derart, dass

bei jedem Baum-Knoten mit der dort gultigen Distanzmatrix (gultig heif3t: mit dem aktuellen

Anfangsstuck der Rundreise konform) gepruft wird, welche Stadte von der aktuellen Stadt i

aus erreichbar sind.

Es wurde betrachtet, dass dabei 3 Situationen unterschieden werden kénnen, auf die ich hier

noch einmal ausfihrlicher eingehen will:

a) Das aktuelle Anfangsstiick der Rundreise hat die Ladnge n-1: in diesem Fall gehen wir von i
zurlick zum Knoten j=0 und komplettieren somit die Rundreise.

b) Fir die Menge | der von i aus erreichbaren Stédte gilt [\{O}| > 1: das bedeutet, dass mehr
als eine Stadt von i aus erreichbar ist. Wir wahlen die zahlenmaRig kleinste Stadt j aus I aus
und fuhren eine Fallunterscheidung durch zwischen: A) ,,Setze Rundreise tber j fort“, B)
»Setze Rundreise nicht tber j fort“. Flr beide Entscheidungen sind neue Distanzmatrizen
zu bilden, indem bei A) die Kante (i,j) inkludiert und bei B) die Kante (i,j) ausgeschlossen
wird (s.u. fir Erlauterungen).
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c) Fur die Menge | der von i aus erreichbaren Stadte gilt [IN{0}| = 1: das bedeutet, dass uns

keine Wahl bleibt — wir missen das aktuelle Anfangsstiick der Rundreise tiber den einzigen
in | vorhandenen Knoten j fortsetzen. Die Distanzmatrix fir den Teilbaum der
Entscheidung wird durch Inkludieren der Kante (i,j) aktualisiert (s.u. fir Erlauterungen).

Aktualisierungen der Distanzmatrix:

Inkludieren der Kante (i,j):

Das bedeutet, dass das aktuelle Anfangsstiick der Rundreise Uber Knoten j fortgesetzt wird.
Um die Distanzmatrix korrekt zu setzen, missen alle Kanten, die dadurch fir eine
Rundreise nicht mehr gangbar sind, entnommen werden.

Dies sind:

1.) alle in j eingehenden Kanten bis auf (i,j), da wir von i nach j gehen und dadurch nicht
von einem anderen Knoten nach j gehen kdnnen,

2.) alle aus i ausgehenden Kanten aufRer (i,j), da wir von i nach j gehen und dadurch nicht
von i zu einem anderen Knoten gehen kénnen und

3.) die Kante (j,i), da der Gang von i nach j die Kante von j nach i invalidiert.

Die Aktualisierung der Distanzmatrix gestaltet sich folgendermalien (x bedeutet: das
Element/die Teilmatrix wird nicht verandert):

0 [[i [~]j | n-1
0 X 00 X
o i 0 X ©
dista = [ Veranderter
j « © x Teilgraph
n-1

Im rechten Teilbild spiegeln die roten Pfeile alle Kanten wider, die durch das Inkludieren
von (i,j) ausgeschlossen werden.

Beim Inkludieren wird somit sichergestellt, dass j zum Anfangsstick der Rundreise
hinzugefiigt wird. j kann nun von keinem anderen Knoten mehr erreicht werden, die
Rundreise kann allerdings von j aus tber alle Knoten ungleich i fortgesetzt werden.
Ausschlieflen der Kante (i,j):

Das bedeutet, dass das aktuelle Anfangsstiick der Rundreise nicht tiber Knoten j fortgesetzt
wird. Um die Distanzmatrix korrekt zu setzen, ist nur die Kante (i,j) zu entnehmen, in der
Distanzmatrix ist also das Element dist;j=co zu setzen:

diStA =

n-1 Teilgraph

Beim Ausschliellen wird somit sichergestellt, dass die Rundreise nicht Uber den Knoten j
fortgesetzt wird und ein anderer Knoten von i aus gesucht werden muss. j kann weiterhin
von allen Knoten aufer i benutzt werden, um dartber eine Rundreise fortzusetzen.

Mit diesen Aktualisierungen lasst sich nachweisen, dass eine Distanzmatrix mit einem
Anfangsstuck der Lange (n-1) eine Permutation der n Stédte enthalt. Dazu muss (n-1) mal eine
Kante (i,j) inkludiert werden.
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Bei diesem Schritt werden (n-1) mal Zeilen und Spalten auf « gesetzt bis auf Elemente (i,j),
die wir als Kanten in die Rundreise inkludiert haben. Aneinandergereiht bilden diese Elemente
eine Permutation der n Stadte.

Bei den (n-1) Inkludierungen einer Kante (i,j) wird jede Zeile genau einmal betrachtet. D.h.
kein i zweimal. Dies ergibt sich daraus, dass bei der vorherigen Inkludierung einer Kante (ki)
alle in i eingehenden Kanten bis auf die zur Rundreise gehdrige auf «o gesetzt wurden.

Ebenso wird eine Spalte genau einmal betrachtet, d.h. kein j zweimal. Wirde eine Spalte
mehrmals betrachtet werden, so miisste es mindestens 2 Elemente = in Spalte j geben. Durch
Inkludieren von (i,j) bleibt aber nur Element i in Spalte j erhalten.

Wird der Entscheidungsbaum nun so aufgebaut, dass sich alle (n-1)! Permutationen erzeugen
lassen? Das lasst sich induktiv beweisen:

a) Induktionsanfang:
Mit dem Entscheidungsbaum werden alle (n-1) Anfangsstlicke der Lange 1 konstruiert.
Begrundung: die Konstruktion aller Anfangsstiicke der Lange 1 geschieht durch
Fallunterscheidung vom Startknoten 0 aus. VVon diesem existieren (n-1) Mdglichkeiten, zu
einem Folgeknoten zu gelangen, d.h. (n-2) mal lasst sich ein linker und rechter Sohn
konstruieren. Gehen wir nach rechts, so ist durch Ausschluss der Kante (0,k) mit O<k<n-2
der nachste von 0 aus erreichbare Knoten der Knoten (k+1), sodass die néchste
Entscheidung lautet, entweder nach (i+1) oder nicht nach (i+1) zu gehen.
Durch den Gang zum jeweils linken Sohn an allen so erzeugten Entscheidungsknoten
werden alle (n-1) Anfangsstiicke der Lange 1 konstruiert.
Folgende Grafik illustriert den Sachverhalt:

Ausgangssituation

nicht von 0 nach 1

von 0 nach 1 nicht von 0 nach 2

von 0 nach 2 .
~~ _ nicht von 0 nach n-2

von 0 nach n-1

b) Induktionsvoraussetzung:
Es sind alle Anfangsstiicke der Lénge i vorhanden (1 <i < n-2),
insgesamt (n-1)*(n-2)*...*(n-i) Stick.

¢) Induktionsbehauptung:
Aus den Anfangssticken der L&nge i lassen sich alle Anfangsstiicke der Lénge (i+1)
konstruieren, insgesamt (n-1)*(n-2)*...*(n-i-1) Stlck.

d) Induktionsschritt:
Mit einem Anfangsstiick der Lange i gibt es (n-i-1) Méglichkeiten, einen Nachfolgeknoten
zu finden. Begrindung: ausgehend vom vollstandigen Problemgraphen wurden mit der
Aktualisierung der Distanzmatrix durch Inkludieren einer Kante (k,1) (1 <k,I <n-1, k=)
alle in | eingehenden Kanten invalidiert. Da dies bei einem Anfangsstiick der Lange i i-mal
geschehen kann, kommen (n-1)-i Nachfolgeknoten in Frage.
D.h. dass (n-2)-i mal von einem Anfangsstiick der Lange i aus im Entscheidungsbaum ein
linker und ein rechter Sohn erzeugt werden kann.
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4.3

4.4

4.5

Das bedeutet, dass von jedem dieser Anfangsstiicke (n-1)-i Anfangsstiicke der Lénge i+1
gefunden werden kdnnen, insgesamt damit (n-1)*(n-2)*...*(n-i)*(n-i-1) Stuck.

Fur i=n-1 ergibt sich dadurch: Es existieren (n-1)*(n-2)*...*(n-1-n+2) = (n-1)! Anfangsstucke,
wobei durch die Lange (n-1) dieser jeweils eine Rundreise komplettiert wird. D.h. mit dem
Entscheidungsbaum werden (n-1)! Rundreisen erzeugt - genau das war nachzuweisen.

Algorithmus-Invarianten:

Eine Invariante fir einen Aufruf von ,,Branch* besteht darin, dass die obere Schranke O stets
gleich der bis dahin gefundenen minimalen Kosten einer Rundreise ist (mit der Bedingung,
dass vor dem ersten Finden einer Rundreise O = « gilt).

Dies ergibt sich aus der Traversierung des Entscheidungsbaumes. Bei dieser werden alle
Knoten betrachtet, welche eine untere Schranke U < O (der aktuellen oberen Schranke) haben.
Darin sind auch alle Blatter des Entscheidungsbaumes eingeschlossen, die zu Kkirzeren
Rundreisen fuhren als bisher gefunden. Ist also die Lange des Anfangsstiicks einer Rundreise
in einem Knoten des Entscheidungsbaumes (n-1) und gilt flr die untere Schranke dieses
Knotens U < O, so wurde eine neue kiirzere Rundreise gefunden und O = U gesetzt.

Bedingungen fiir den Algorithmus:
e Vorbedingung: Es liegt eine korrekte Distanzmatrix des Problems vor.
e Nachbedingung: Es wurde eine minimale Rundreise gefunden, O enthalt ihre Kosten.

Korrektheit des Algorithmus:
Um die Korrektheit nachzuweisen, ist zu prifen, ob bei erbrachter Vorbedingung nach
Abarbeitung des Algorithmus schlieRlich die Nachbedingung gilt.

Wenn man alle (n-1)! Permutationen betrachten wirde, so wiirde man auf jeden Fall die
klrzeste Rundreise daraus auswéhlen kénnen. D.h. wenn durch den Entscheidungsbaum alle
(n-1)! Permutationen erzeugt werden konnten und eine vollstandige Traversierung des Baumes
stattfinden wirde, so kdme man nachweislich zu einer Lésung des TSP. Dass sich mit dem
Entscheidungsbaum (n-1)! Permutationen erzeugen lassen, wurde in 4.2 bewiesen. Durch
Traversierung des Baumes mit einer konstanten oberen Schranke O=co wiirden alle diese
Losungen betrachtet werden, sodass der Algorithmus in diesem Fall korrekt arbeitet.

Im allgemeinen Fall muss noch bewiesen werden, dass das Abschneiden von Teilbdumen bei
der in 4.1 besprochenen Traversierung korrekt ist, also dass in diesen Teilbdumen keine
Rundreise enthalten sein kann, die kiirzer der bisher kiirzesten Rundreise sein kann. Die Lénge
dieser ist wie in 4.3 gezeigt zu jedem Zeitpunkt in der oberen Schranke O festgehalten. Es
verhalt sich nun so, dass (wie bereits in 4.1 besprochen) Teilbdume nur in dem Fall
abgeschnitten werden, wo flr deren untere Schranke U gilt: U > O. Dass dies korrekt ist, lasst
sich schnell zeigen: denn U stellt eine untere Schranke fur den gesamten Teilbaum dar und fur
alle Knoten i des Teilbaumes lasst sich festhalten: U; > U und damit auch U; > O. Eine kiirzere
Rundreise muss aber die Bedingung U < O erfullen und kann damit nicht im abgeschnittenen
Teilbaum enthalten sein.

Mit der Traversierung des Entscheidungsbaumes von 4.1, der Korrektheit des Aufbaus des

Entscheidungsbaumes von 4.2 und den eben dargelegten Schlussfolgerungen kann man sagen,
dass der Algorithmus korrekt arbeitet.
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4.6 Termination des Algorithmus:
Die Termination des Algorithmus ergibt sich aus der Traversierung des Entscheidungsbaumes
(s. 4.1) und aus der Korrektheit seines Aufbaus (s. 4.2). Da der Baum nur endlich viele Knoten
besitzen kann (er besitzt wie in 4.2 gezeigt mit (n-1)! nur endlich viele Blatter), jeder
Baumknoten héchstens einmal betrachtet wird und in jedem Durchlauf von Branch-and-Bound
genau ein Knoten untersucht wird, terminiert der Algorithmus in endlich vielen Schritten.

5. Exkurs: Rechnen mit 400 und -0

5.1. Mathematisches Rechnen mit +oo und -co:
Bei der Rechnung mit natiirlichen bzw. verallgemeinert mit reellen Zahlen gibt zwar keine
Zahl ,,unendlich®, allerdings kann man sich Abhilfe verschaffen, indem man ein Symbol ,,c0
mit Hilfe der Grenzwertrechnung als Grenzwert einer reellen Zahlenfolge wie folgt einfiihrt:

lim a, = ax...Folge reeller Zahlen, k>0

k—00

Ebenso I&sst sich ein Symbol ,,-co* definieren:
lima, =—o0
k—o0

Fur die reellen Zahlen seien dann ,,0“ sowie ,,-0* so definiert, dass folgende Ungleichung gilt:
—o< X<, VXeR

Damit Ubertragt sich sofort die Ordnungsrelation ,,<* von der Menge der reellen Zahlen R auf
die Menge RU{-o0,00}.

Die meisten Rechenregeln flr arithmetische Operationen Ubertragen sich von R auf RuU{-
0,00}, speziell die Rechnungen fir Unendlichkeiten seien nachfolgend weiter betrachtet:

Addition:

limx+limy =o+0 =

X—>00 y—>0

a+limx=Ilim(a+x)=a+wo=0m, VaeR
X—0 X—00

lim X+ limy =—-0—-00=—-w

X—>—00 y—>—x0

a+limx=Ilim(@a+x)=a—-wo=-—0, VaeR
X—>—00 X—>—00

- Assoziativitat, Kommutativitat und Distributivitat ergeben sich aus der Addition in R.
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Subtraktion:
lim x—limy =—-w—-0=-w

X—>—00 y—>0

a—limx=Ilim(a-x)=a—w=-w0, VaeR
X—>0 X—0

[imx—limy=o0+0w=cw

X—>0 y—>—x0

a—limx=Ilim(a-—x)=a+w=0wo, VaeR
X—>—00 X—>—00

- Assoziativitat, Kommutativitdt und Distributivitat ergeben sich aus der Subtraktion
reeller Zahlen.

Multiplikation:
limx-limy =o00-00=00

X—0 y—o0

lim x- I|m y = (—00) - () = o0

X—>—00

lim X-|Imy=(—oo)-oo:—oo

X—>—00 y—o0

a-limx=Ilim(a-x) =a-wo =00, Vae R,
X—>0 X—0

a-limx=Ilim(a-x)=a-0=-w, Vae R,
X—>0 X—0

a- lim x—Ilm(a X)=a-(—o)=-w, Vae R,
X—>—00

~lim x = I|m(a X)=a-(—o)=0w, VaeR,,
X—>—00
> A5302|at|V|tat, Kommutatmtat und Distributivitat ergeben sich aus der Multiplikation

reeller Zahlen.

Division:
allimx=Ilim(a/x)=alo=0,VaeR,

X—>0 X—>0

allimx= I|m(a/x) al(—»0) =0, VaeR,

X—>—0

a/0=Ilimx/lim0=ow

X—a y—0
-> Assoziativitat ergibt sich aus der Division reeller Zahlen.
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Doch nicht alle arithmetischen Operationen sind definiert. Folgende Auflistung gibt diese an
und zeigt anhand der Rechnung mit Grenzwerten, warum sie undefiniert sind:

limx+ lim y =c -0 =nd.

X—>00 y—>—00

limx—limy =c—ow=n.d.
X—>0 y—0

lim x— lim y = (—o0) — () = n.d.
X—>—00 y——0
limx-limy=0-0=n.d.
X—>00 y—0

lim X-|in(1)y:(—oo)-0: n.d.
X—>—00 y—
Iimx/lirr(]y:oo/0: n.d.
X—>00 y—
Iirrolx/Iimy:OIooz n.d.

X—> y—©

limx/limy =00/ = n.d.
X—>0 y—>0

lim x/limy = (—o0) /o0 = n.d.
X—>—00 y—0

lim x/ lim y =/ = nd.
X—>—00 y——o0
limx/limy=0/0=nd.

x—0 y—0

- Alle diese Falle laufen auf einen unbestimmten Grenzwert hinaus, iber den man ad
hoc keine Aussage treffen kann.

5.2. Rechnen mit Unendlichkeitswerten in Java:

Fur das Rechnen mit +/- co im Reellen stellt Java in den beiden Klassen ,,Double* und ,,Float”
jeweils die Attribute POSITIVE_INFINITY und NEGATIVE_INFINITY bereit fur die
Reprasentation von +oo bzw. -co. Alle in 5.1 aufgefuhrten mathematischen Regeln des
Rechnens mit +/- oo ibertragen sich auf diese beiden Attribute.
Speziell gilt fur Vergleiche mit einer beliebigen Zahl ,,Double a“ (a = POSITIVE_INFINITY
und a = NEGATIVE_INFINITY):

NEGATIVE_INFINITY <a < POSITIVE_INFINITY
Zusétzlich gelten allerdings entgegen der mathematischen Grenzwert-Rechnung folgende
Operationen als definiert:

0.0/ POSITIVE_INFINITY =0.0

0.0/ NEGATIVE_INFINITY =-0.0

POSITIVE_INFINITY/0.0 = POSITIVE_INFINITY

NEGATIVE_INFINITY/0.0 = NEGATIVE_INFINITY
Dies ist der Fall, da sich Java nach dem IEEE 754-Standard fir Gleitpunktzahlen richtet und
diese Operationen mit Infinity dort so definiert sind (siehe IEEE 754, Kapitel 7.1).
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Fur nicht definierte Ergebnisse bietet Java ebenfalls in den Klassen ,,Double* und ,,Float* das
Attribute NaN (Not a Number) an. Dies ist das Ergebnis bei undefinierten Rechnungen (wieder
dem IEEE 754-Standard folgend):

POSITIVE_INFINITY-POSITIVE_INFINITY = NaN

NEGATIVE_INFINITY-NEGATIVE_INFINITY = NaN

POSITIVE_INFINITY+NEGATIVE_INFINITY = NaN

POSITIVE_INFINITY*0.0 = NaN

NEGATIVE_INFINITY*0.0 = NaN

POSITIVE_INFINITY/ POSITIVE_INFINITY = NaN

POSITIVE_INFINITY/NEGATIVE_INFINITY = NaN

NEGATIVE_INFINITY/ POSITIVE_INFINITY = NaN

0.0/0.0 = NaN
Fur die vorliegende Loésung des TSP mit Branch-and-Bound genigt allerdings bereits der
Vergleich mit POSITIVE_INFINITY, weshalb ich diese kurze Exkursion hier beenden
mochte.

Praktische Umsetzung

Allgemein ist zu bemerken, dass die Distanzmatrix als ,,double* abgespeichert wird, also reelle
Zahlen enthalten soll. Dies ist nétig, um auf das Attribut Double.POSITIVE_INFINITY
zuriickgreifen zu kénnen.

Folgende Java-Klasse soll den oben beschriebenen Algorithmus korrekt umsetzen:

1 public class TSP {
2 public double m_upperBound;
3  public double[][1 m_shortestKnownTour;
4
5 double lowerBound(double[][] distMatrix){
6 double IBound = 0.0;
7 for(int i=0; i<distMatrix.length; i++){
8 double rowMin = Double_POSITIVE_INFINITY;
9 for(int j=0; j<distMatrix[i].length; j++){
10 rowMin = Math.min(rowMin, distMatrix[i1[j]);
11 }
12 IBound += rowMin;
13 }
14 for(int j=0; j<distMatrix[0].length; j++){
15 double colMin = Double.POSITIVE_INFINITY;
16 for(int i=0; i<distMatrix.length; i++){
17 colMin = Math_min(colMin, distMatrix[il[J1D);
18
19 I1Bound += colMin;
20
21 return IBound/2.0;
22 }
23
24 void includeEdge(int from, int to, double[][] distMatrix){
25 for(int j=0; j<distMatrix[from].length; j++){
26 ifg '= to){
27 distMatrix[from][j] = Double_POSITIVE_INFINITY;
28 }
29 }
30 for(int i=0; i<distMatrix.length; i++){
31 if(i 1= from){
32 distMatrix[i][to] = Double.POSITIVE_INFINITY;
33 }
34 }
35 if(distMatrix.length 1= 2){
36 distMatrix[to][from] = Double.POSITIVE_INFINITY;
37 }
38 }
39
40 void excludeEdge(int from, int to, double[][] distMatrix){
41 distMatrix[from][to] = Double.POSITIVE_INFINITY;
42 3}
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45 int getNumberOfReachableNodes(int from, double[][] distMatrix){

53 %}

int nodes = 0;
for(int j=0; j<distMatrix.length; j++){
if(distMatrix[from][J] < Double.POSITIVE_INFINITY){
nodes++;
}

return nodes;

55 int getFirstReachableNode(int from, double[][]1 distMatrix){

63 }

int node = -1;
for(int j=0; j<distMatrix[from].length && node==-1; j++){
if({distMatrix[from][j] < Double._POSITIVE_INFINITY){
node = j;
3
3

return node;

65 void branchAndBound(int actTourLength, int fromNode, double[][] distMatrix){

109
110 }
111

double ul = Double_POSITIVE_INFINITY;
double u2 = Double.POSITIVE_INFINITY;
double[][] distMatrixl = null;
double[][] distMatrix2 = null;

if(actTourLength == distMatrix. length-1){
double IBound = lowerBound(distMatrix);

iT(IBound < m_upperBound){
m_upperBound = IBound;
m_shortestknownTour = distMatrix;

}

return;
3
distMatrix[fromNode][0] = Double.POSITIVE_INFINITY;

int reachableNodes
int reachableFirst

getNumberOfReachableNodes(fromNode, distMatrix);
getFirstReachableNode(fromNode, distMatrix);

if(reachableNodes > 1){
distMatrix2 = cloneDistMatrix(distMatrix);
excludeEdge(fromNode, reachableFirst, distMatrix2);
u2 = lowerBound(distMatrix2);

T
distMatrixl = distMatrix;
includeEdge(fromNode, reachableFirst, distMatrixl);
ul = lowerBound(distMatrixl);
if(ul <= u2){
iT(ul < m_upperBound){
branchAndBound(actTourLength+l, reachableFirst, distMatrixl);
iT(u2 < m_upperBound){
branchAndBound(actTourLength, fromNode, distMatrix2);
3

}
Yelse{
if(u2 < m_upperBound){
branchAndBound(actTourLength, fromNode, distMatrix2);
if(ul < m_upperBound){
branchAndBound(actTourLength+l, reachableFirst, distMatrixl)
3

112 public void solveTSP(double[]1[] distMatrix){

113
114
115
116
117
118
119
120
121 }
122

if(distMatrix. length<2){
return;
}

m_upperBound = Double.POSITIVE_INFINITY;
m_shortestKnownTour = null;

branchAndBound(0, 0, distMatrix);
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123 double[][]1 cloneDistMatrix(double[][] distMatrix){

124
125
126
127
128
129 }
130}

double[][] clone = distMatrix.clone();
for(int i=0; i<distMatrix.length; i++){

clone[i] = distMatrix[i]-clone();
}

return clone;

Nachfolgend mochte ich eine ausfiihrliche Betrachtung der einzelnen Attribute und Methoden
durchfihren:

(a) public double m_upperBound (Zeile 2):
Dies stellt die obere Schranke O dar, welche zu jedem Zeitpunkt die Lange der bisher kiirzesten
Rundreise enthélt.

(b) public double[][] m_shortestknownTour (Zeile 3):
Diese Matrix speichert die Distanzmatrix der zum jeweiligen Zeitpunkt kirzesten gefundenen
Rundreise ab. In dieser Matrix sind in jeder Spalte und in jeder Zeile genau 1 Element besetzt,
der Rest ist Double.POSITIVE_INFINITY. Somit kann die Rundreise aus dieser Distanzmatrix
wiederhergestellt werden.

Begrindung: Bei jedem Hinzufligen eines Knotens zu einem Anfangsstiick der Rundreise
werden nicht mehr gangbare Kanten aus dem Problemgraphen entfernt. Bei einem Anfangsstiick
der Lange (n-1) ist vom letzten Knoten des Stiicks i aus nur noch die Kante (i,0) gangbar, da alle
anderen Kanten durch die in 4.2 beschriebene Aktualisierung der Distanzmatrix invalidiert
wurden.

() double[1[] cloneDistMatrix(double[]1[] distMatrix) (Zeile 123):

Zweck: diese Methode erstellt eine elementweise Kopie der (ibergebenen Distanzmatrix, da
Java keinen Mechanismus bereitstellt, der eine 2D-Matrix kopiert.

Vorbedingung: distMatrix!=null.

Nachbedingung: Kopie der Uibergebenen Matrix wurde zurlickgegeben.

Zuné&chst wird in Zeile 124 ein Klon der Matrixzeilen erstellt. Dieser enthdlt aber nur die
Adressen der einzelnen Zeilen der Original-Matrix. Daher werden in den Zeilen 125-127
noch die jeweiligen Zeilen (also jeweils eine 1D-Matrix) geklont, also von der
Ausgangsmatrix unabhéngiger Speicher erstellt.

(d) double lowerBound(double[][] distMatrix) (Zeile 5):

Zweck: diese Methode berechnet die untere Schranke der Distanzmatrix und gibt diese
zuriick.

Vorbedingung: distMatrix ist eine gultige Distanzmatrix, enthélt also pro Zeile und Spalte
mindestens ein Element '=Double.POSITIVE_INFINITY. Es gilt distMatrix.length>1.
Nachbedingung: Die untere Schranke fir die Distanzmatrix wurde berechnet und
zuruickgegeben. Der Rickgabewert ist:

1.8 .. .. .. ..
U==-* min dist, (i, |) + min dist . (],i

2 “\eli 2 (1) jel i} A (1L1)
In den Zeilen 7-13 wird zunéchst

E(jrgi{q}distA(i, j))

i=0
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berechnet und in ,IBound“ gespeichert. Dies beschreibt, welcher Weg mindestens
zuriickgelegt werden muss, um in jede Stadt hineinzukommen.

Effektiv wird das durch Aufsummieren der Minima aller Zeilen der Distanzmatrix realisiert.
Dazu wird von jeder Zeile das Minimum berechnet und in ,,rowMin* gespeichert. Dieses
Minimum wird dann mit ,,IBound“ summiert. Da in Zeile 6 ,,IBound=0" gesetzt wird, enthalt
es nach Zeile 13 die gewilinschte Summe aller Zeilenminima.

Im zweiten Schritt in den Zeilen 14-20 wird

n-1
Z(mln dist, (], |))
= \ieI\i}
berechnet und zu ,,IBound* addiert. Dies beschreibt, welcher Weg mindestens zuriickgelegt
werden muss, um aus jeder Stadt hinauszukommen.

Effektiv wird das durch Aufsummieren der Minima aller Spalten der Distanzmatrix realisiert.
Dazu wird von jeder Spalte das Minimum berechnet und in ,,colMin®“ gespeichert. Dieses
Minimum wird dann zu ,,IBound* addiert.

Mit der zuerst erzeugten Summe der Zeilenminima enthélt ,,IBound“ nach Zeile 20 die
Summe Uber alle Zeilen- und Spaltenminima, also:

i(min dist, (i, j)+ min distA(j,i))

i\ jel i} jel\{i}

Als letztes wird diese Summe in Zeile 21 halbiert, um die Nachbedingung zu erfllen.

(€) void includeEdge(int from, int to, double[][] distMatrix) (Zeile 24):

e Zweck: durch diese Methode wird die Kante from—>to zum aktuellen Anfangsstick der
Rundreise in der Distanzmatrix hinzugefugt.

e Vorbedingung: ,,from“ und ,,to” sind 2 gultige Knoten des Graphen mit from!=to. ,,from“
muss der letzte Knoten des aktuellen Anfangsstiicks der Rundreise sein, ,,to* darf noch nicht
Teil der Rundreise sein und muss von ,,from* erreicht werden kdnnen. distMatrix muss eine
gultige Distanzmatrix mit wenigstens einem Element in jeder Zeile und Spalte !=
Double.POSITIVE_INFINITY sein. Es gilt distMatrix.length>1.

e Nachbedingung: das in 4.2 beschriebene Inkludieren der Kante (from,to) in die
Distanzmatrix muss realisiert worden sein, distMatrix muss diese Anderungen enthalten.

e Im ersten Schritt werden in den Zeilen 25-29 alle aus ,,from* ausgehenden Kanten bis auf die
Kante (from,to) invalidiert. Dazu werden alle Elemente der Matrixzeile ,,from* mit
Ausnahme des Elements ,,to* auf Double.POSITIVE_INFINITY gesetzt. Dieser erste Schritt
fuhrt zu folgender Situation (x bedeutet: keine Anderung):

0 [~ [fom[-Tto [~ ]n1
0 X

) o from 0 | X | ®©

distMatrix = Veranderter
to X Teilgraph
n-1

Im zweiten Schritt in den Zeilen 30-34 werden alle in ,,to“ eingehenden Kanten bis auf die
Kante (from,to) invalidiert, indem alle Elemente der Matrixspalte ,,to* mit Ausnahme des
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Elements ,,from“ auf Double.POSITIVE_INFINITY gesetzt werden. Dieser zweite Schritt

fuhrt zu folgender Situation der Distanzmatrix:

0 | |from | - | to | n-1
0 X o0 X
) ) from 0 X o0
distMatrix = Veranderter
to X 0 X Teilgraph
n-1

Im dritten Schritt in den Zeilen 35-37 wird die Kante (to,from) invalidiert, indem dieses
Matrixelement auf Double.POSITIVE_INFINITY gesetzt wird. Dies geschieht nur im Fall
distMatrix.length>2. Im Fall distMatrix.length==2 darf die Kante (to,from) nicht aus dem
Graphen entnommen werden, da sie die einzige Moglichkeit darstellt, vom Knoten from
zuriick zum Knoten to zu gelangen und somit die Rundreise zu beenden.

Die Endsituation nach Abarbeitung der Methode im Fall distMatrix.length>2 sieht dann so

aus:
0 | |from| | to | n-1
0 X o0 X
) ) from 0 X 0
distMatrix = Veranderter
to X e X Teilgraph
n-1

Dies entspricht der Situation nach dem Inkludieren der Kante (i,j) in 4.2 mit i=from und j=to,
womit die Nachbedingung erflllt ist.

(F) void excludeEdge(int from, int to, double[][] distMatrix) (Zeile 40):

e Zweck: durch diese Methode wird die Distanzmatrix so aktualisiert, dass das aktuelle
Rundreisen-Anfangsstlick nicht iber die Kante from—>to fortgesetzt wird.

e Vorbedingung: ,,from“ und ,,to“ sind 2 gultige Knoten des Graphen mit from!=to. ,,from“
muss der letzte Knoten des aktuellen Anfangsstiicks der Rundreise sein, ,,to* darf noch nicht
Teil der Rundreise sein und muss von ,,from* erreicht werden konnen. distMatrix muss eine
gultige Distanzmatrix mit wenigstens einem Element in jeder Zeile und Spalte !=
Double.POSITIVE_INFINITY sein. Es gilt distMatrix.length>1.

e Nachbedingung: das in 4.2 beschriebene Ausschlielen der Kante (from,to) muss realisiert
worden sein, distMatrix muss diese Anderungen enthalten.

e Mit der Entscheidung, nicht von ,,from“ nach ,to“ zu gehen, wird nur die Kante (from,to)

invalidiert. Dies

geschient  durch

Setzen dieses Matrixelementes auf

Double.POSITIVE_INFINITY in Zeile 40. Dadurch ergibt sich folgende Situation fiir die

Distanzmatrix (x bedeutet keine Anderung):
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0 | | to | | n_l
0
distMatrix = |- X
from
Veranderter
n-1 Teilgraph

Dies entspricht der Situation nach dem AusschlieBen der Kante (i,j) in 4.2 mit i=from und
j=to, womit die Nachbedingung erfullt ist.

(9) int getNumberOfReachableNodes(int from, double[][] distMatrix) (Zeile 45):

Zweck: Es soll die Anzahl aller vom Knoten ,,from” aus erreichbaren Knoten ermittelt und
zuriickgegeben werden.

Vorbedingung: ,,from* ist ein gultiger Knoten des Graphen, distMatrix ist eine gultige
Distanzmatrix, in der in jeder Zeile wund Spalte wenigstens ein Element
I=Double.POSITIVE_INFINITY vorhanden sein muss. distMatrix.length>1.

Nachbedingung: Die Anzahl der von ,,from* aus erreichbaren Knoten wurde zuriickgegeben.

In Zeile 46 wird der Zahler nodes=0 gesetzt. Er soll die zuriickzugebende Knoten-Anzahl
enthalten. In den Zeilen 47-51 wird die Matrixzeile ,,from* der Distanzmatrix elementweise
abgearbeitet. Ist das jeweilige Element '=Double.POSITIVE_INFINITY, so ist dieses von
»from“ aus erreichbar und nodes wird in dem Fall inkrementiert. Wurden alle Elemente der
Zeile betrachtet, so enthélt nodes dadurch am Ende die Anzahl der von ,from“ aus
erreichbaren Knoten. Diese wird in Zeile 52 zuriickgegeben.

(h) int getFirstReachableNode(int from, double[][] distMatrix) (Zeile 55):

Zweck: Es soll der erste vom Knoten ,from” aus erreichbare Knoten ermittelt und
zurlickgegeben werden.

Vorbedingung: ,,from* ist ein gultiger Knoten des Graphen, distMatrix ist eine gultige
Distanzmatrix, in der in jeder Zeile wund Spalte wenigstens ein Element
1=Double.POSITIVE_INFINITY vorhanden sein muss. distMatrix.length>1.

Nachbedingung: Der erste von ,,from* aus erreichbare Knoten wurde zuriickgegeben.

In Zeile 56 wird node=-1 gesetzt. Diese Variable soll den ersten Knoten aufnehmen, der von
»from“ aus erreichbar ist. Nach Abarbeitung der Methode kann node==-1 nicht gelten, da in
der Vorbedingung verlangt ist, dass mindestens ein Knoten von ,,from* aus erreichbar sein
muss.

In den Zeilen 57-61 wird dieser erste von ,,from* aus erreichbare Knoten ermittelt. Dazu wird
die Matrixzeile ,,from“ elementweise durchlaufen. Sollte das betrachtete Element
1=Double.POSITIVE_INFINITY sein, so wird ,,node* auf dieses Element gesetzt und die
Schleife wird abgebrochen, da node!=-1. In Zeile 62 wird dieser erste von ,from“ aus
erreichbare Knoten zurtickgegeben.

(i) void branchAndBound(int actTourLength, int fromNode, double[][] distMatrix) (Zeile 65):

Zweck: Ist der Aufruf der Methode nicht-rekursiv, so soll durch diese Methode das mit der
Distanzmatrix Ubergebene TSP geldst werden. Anderenfalls ist ein rekursiver Aufruf erfolgt
und der Entscheidungsbaum ist vom aktuellen Knoten aus geméaR des in 2. und 4.
spezifizierten Algorithmus weiter aufzubauen bzw. abzuarbeiten.
Vorbedingungen:
1) Fir nicht-rekursive Aufrufe: distMatrix ist eine gultige Distanzmatrix des zu l6senden
TSP.
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Fur rekursive Aufrufe: distMatrix ist eine giltige Distanzmatrix, welche mit den bisher
getroffenen Entscheidungen konform ist (enthdlt nur noch die in der Situation
gangbaren Kanten) und ein Anfangsstiick einer Rundreise enthalt, welches in der Lange
mit actTourLength Gbereinstimmt.

I1) actTourLength muss die Lange des Anfangsstlicks einer Rundreise bis zum derzeitigen
Knoten im Entscheidungsbaum angeben. Es gilt: 0 <= actTourLength <
distMatrix.length. Beim ersten nicht-rekursiven Aufruf der Methode muss gelten:
actTourLength==0.

[11) fromNode gibt den Knoten an, welcher der letzte Knoten des aktuellen Anfangsstiicks
der Rundreise ist und von dem aus ein Nachfolgeknoten gefunden werden soll.

IV) Die untere Schranke der durch distMatrix gegebenen Situation ist kleiner als die obere
Schranke m_upperBound.
Nachbedingungen:

I) Fdr nicht-rekursive Aufrufe: m_upperBound enthdlt die Lénge einer minimalen
Rundreise, m_shortestknownTour gibt die Distanzmatrix dieser Rundreise an. In dieser
ist in  jeder Spalte und  Zeile jeweils genau ein  Element
I=Double.POSITIVE_INFINITY, sodass man die Distanzmatrix als Permutation der n
Stadte und somit als Rundreise ansehen kann.

Fur rekursive Aufrufe: wurde eine Rundreise gefunden, deren Kosten kleiner der bisher
kirzesten Rundreise sind, so enthalt m_shortestknownTour diese kiirzere Rundreise
und m_upperBound ihre Lange.

Rekursions-Invarianten:

I) Die obere Schranke m_upperBound beinhaltet die Kosten der bis dato gunstigsten
Rundreise oder Double.POSITIVE_INFINITY, falls noch keine Rundreise gefunden
wurde.

I1) m_shortestkKnownTour beinhaltet die bis dato giinstigste Rundreise oder null, falls
noch keine Rundreise gefunden wurde.

Jeder Aufruf der Methode stellt eine spezifische Situation (einen konkreten Knoten) im
Entscheidungsbaum dar. Wird dieser wie in 4.2 beschrieben korrekt aufgebaut und wie in 4.1
traversiert, so kann man sicher sein, nach Rickkehr aller rekursiven Aufrufe ein korrektes
Ergebnis zu erhalten.

Fur die Korrektheit des Aufbaus des Entscheidungsbaumes muss wie in 4.2 besprochen in
der Methode zwischen drei Fallen unterschieden werden:

a) Das aktuelle Anfangsstiick der Rundreise hat die L&nge n-1.

b) Fir die Menge | der von i aus erreichbaren Stadte gilt [\N{O}| > 1.

c) Fur die Menge | der von i aus erreichbaren Stadte gilt [I\N{0}| = 1.

Fall a) wird in den Zeilen 71-79 abgehandelt. Falls actTourLength == distMatrix.length-1
(Zeile 71), so wird zunéchst die untere Schranke der aktuellen Situation berechnet (Zeile 72).
Unter der Voraussetzung einer giltigen Distanzmatrix (Vorbedingung) ist die Berechnung
dieser unteren Schranke korrekt. Sie entspricht in dieser Situation den Kosten der aktuellen
Rundreise, da ein Anfangsstiick mit der L&nge n-1 eine Rundreise komplettiert.

In Zeile 74 wird geprift, ob die berechnete untere Schranke kleiner der oberen Schranke
m_upperBound ist. Ist dies der Fall, so gibt die aktuelle Distanzmatrix eine neue kurzere
Rundreise an und m_upperBound sowie m_shortestknownTour werden auf diese gesetzt.
Anschliellend wird der Methodenaufruf bei Fall a) verlassen.

In diesem Fall bleiben die beiden Rekursions-Invarianten erhalten dadurch, dass eine neue
gunstigere Rundreise gefunden wurde und m_upperBound sowie m_shortestknownTour auf
diese gesetzt wurden.
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Fall b) wird in den Zeilen 81 bis 109 betrachtet. Da die Lénge des Anfangsstiick einer
Rundreise kleiner als n-1 ist, wird in Zeile 81 die Kante (fromNode,0) auf
Double.POSITIVE_INFINITY gesetzt, um diese als nicht gangbar darzustellen und den Fall
I\{O} abzubilden. Die Menge I\{O} der von fromNode aus erreichbaren St&dte auller O ist
gleich der Menge der Elemente, die nun in der Matrixzeile fromNode einen Wert
1=Double.POSITIVE_INFINITY haben. Die Anzahl dieser wird in Zeile 83 berechnet, der
erste von fromNode aus erreichbare Knoten in Zeile 84. Die Aufrufe sind giltig, da
fromNode ein gultiger Knoten sein soll und distMatrix eine gultige Distanzmatrix (s.
Vorbedingungen).

In Zeile 86 wird gepriift, ob |I\{O}| > 1 ist. Ist dies der Fall, so kénnen wir zum linken und
zum rechten Sohn verzweigen. Wir kodnnen also sagen: ,,gehe von fromNode zu
rechableFirst“ oder ,,gehe nicht von fromNode zu reachableFirst“. Daher werden in den
Zeilen 86-90 zunachst die Daten fir den rechten Sohn erzeugt. Das ist die Distanzmatrix, von
welcher eine Kopie erstellt wird (Zeile 87) und aus der die Kante fromNode—>reachableFirst
ausgeschlossen wird (Zeile 88). Im Anschluss daran wird die untere Schranke dieser
transformierten Distanzmatrix bestimmt (Zeile 89). Die Methodenaufrufe sind alle korrekt,
da ihre Vorbedingungen erfullt sind.

In den Zeilen 91-93 werden die Daten fur den linken Sohn erzeugt. Die Distanzmatrix wird
transformiert, indem die Kante fromNode->reachableFirst inkludiert wird (Zeile 92). Im
Anschluss daran wird die untere Schranke fir diese Distanzmatrix berechnet.

In den Zeilen 95-109 erfolgt die weitergehende Traversierung des Entscheidungsbaumes vom
aktuellen Knoten aus. Fiir eine korrekte Traversierung muss laut 4.1 zwischen den Fallen 1.)
»U1 < Uy 2),,U; > Ux* und 3.) ,,B; existiert nicht” unterschieden werden.

1.) wird in den Zeilen 95-101 betrachtet. Zunachst wird in Zeile 96 gepruft, ob die linke
untere Schranke ul < m_upperBound ist. Ist dies nicht der Fall, so muss der darunter
liegende Teilbaum nicht weiter betrachtet werden. Ebenso entfallt die Betrachtung des
rechten Teilbaums, da gilt: u2 > ul > m_upperBound. Sollte hingegen ul < m_upperBound
sein, so wird der Branch-and-Bound-Algorithmus fir den linken Teilbaum rekursiv
aufgerufen  (Zeile 97) mit ,branchAndBound(actTourLength+1, reachableFirst,
distMatrix1)“. D.h. reachableFirst bildet das neue Ende des Anfangsstiicks einer Rundreise,
von ihm aus werden jetzt neue Entscheidungen getroffen. Nach Abarbeitung des linken
Teilbaumes wird der Algorithmus rekursiv fiir den rechten Teilbaum aufgerufen, falls u2 <
m_upperBound gilt. Ansonsten kann der rechte Teilbaum abgeschnitten werden. Der Aufruf
erfolgt in Zeile 99 mit ,,branchAndBound(actTourLength, fromNode, distMatrix2)*, d.h. dass
reachableFirst nicht zum aktuellen Anfangsstiick der Rundreise hinzugefugt wurde.

Zur Korrektheit der rekursiven Aufrufe: Vorbedingung 1) wird erfllt, da distMatrix1 und
distMatrix2 von includeEdge() bzw. excludeEdge() gelieferte Matrizen sind, die nach (g) und
(f) korrekt gesetzt wurden. Vorbedingung I1) ist erfillt, da die Lange des Anfangsstiicks nur
beim Weitergehen Uber den linken Sohn um 1 erhéht. Vorbedingung I11) ist erfillt, da beim
linken Sohn reachableFirst das neue Ende des Rundreisen-Anfangsstiicks ist und beim
rechten Sohn fromNode beibehalten wird. Vorbedingung V) ist auch erflllt durch die Tests
in Zeile 96 und in Zeile 98. Da alle VVorbedingungen fur branchAndBound() erfallt sind, kann
ein rekursiver Aufruf durchgefihrt werden.

2.) wird in den Zeilen 102-109 betrachtet und stimmt mit Fall 1 Gberein, nur dass zundchst
zum rechten und dann zum linken Teilbaum verzweigt wird. Rekursive Aufrufe sind
dieselben und sind korrekt nach den gleichen Kriterien wie bei 1.).

3.) wird mit Fall c) des Aufbaus des Entscheidungsbaumes abgedeckt: ist |I\{0}| = 1, so
werden die Zeilen 87-89 nicht ausgefuhrt, da der Test in Zeile 86 fehlschlagt. Das bedeutet,
dass u2==Double.POSITIVE_INFINITY gilt (wie in Zeile 67 festgelegt). Die Folge daraus
ist, dass die Zeilen 96-101 ausgefuhrt werden, dadurch dass ul <= u2 jetzt garantiert gilt. Es
wird wie bei 1.) in den linken Teilbaum verzweigt. Der Test u2 < m_upperBound in Zeile 98
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schlagt fehl und der rekursive Aufruf in Zeile 99 wird nicht durchgefiihrt. Dies ist das in 4.2
verlangte Verhalten: der rechte Teilbaum B; existiert nicht, da wir mit |I\{0}| = 1 nicht dahin
verzweigen kénnen. Daher wird er nicht betrachtet.

Da alle 3 Félle a)-c) durch den Algorithmus korrekt abgearbeitet werden, wird der
Entscheidungsbaum nach 4.2 korrekt aufgebaut und nach 4.1 korrekt traversiert.

Mit den Fallen b) und c) bleiben die Rekursions-Invarianten erhalten. Da die Lange des
jeweiligen Rundreisen-Anfangsstiicks < n-1 ist, kann in diesem Schritt keine Rundreise
beendet werden und man muss tiefer in den Entscheidungsbaum verzweigen. D.h. es kann
keine kirzere Rundreise gefunden werden, daher werden m_upperBound und
m_shortestKnownTour nicht umgesetzt.

Fall a) erfallt die Nachbedingung 1) sofort: wie gezeigt werden bei einer neuen kirzeren
Rundreise die Attribute m_upperBound und m_shortestKnownTour umgesetzt, sodass N. I)
erfallt ist.

Fall b) und c) erfullen die Nachbedingung, da rekursiv weiter in Teilbdume des
Entscheidungsbaumes verzweigt wird, bis Fall a) eintritt, womit die Nachbedingung erfillt
ist oder bis die Teilbdume untere Schranken u > m_upperBound haben und somit nicht weiter
betrachtet werden missen. In diesem Fall kann tber den aktuellen Teilbaum keine kurzere
Rundreise gefunden werden, womit die Nachbedingung erflllt ist.

Ist der aktuelle Methodenaufruf nicht rekursiv erfolgt, so enthalten m_upperBound und
m_shortestKknownTour die Daten einer kiirzesten Rundreise durch den Graphen dadurch,
dass der Entscheidungsbaum mit dem Algorithmus korrekt traversiert wurde.

(J) public void solveTSP(double[][] distMatrix) (Zeile 112):

Zweck: Aufruf-Methode des Branch-and-Bound-Algorithmus zur Losung des mit der
distMatrix ibergebenen TSP.

Vorbedingung: distMatrix ist eine gultige Distanzmatrix, welche einen vollstandigen
gerichteten Graphen enthélt. D.h. fir alle Elemente (i,j) der Matrix mit 0 <i,j <n-1,i#] gilt:
0 <  distMatrix[i][j] < Double.POSITIVE_INFINITY. Weiterhin gilt fir i=j:
distMatrix[i][j]J=Double.POSITIVE_INFINITY.

Nachbedingung: Nach Abarbeitung des Branch-and-Bound-Algorithmus ist die
Distanzmatrix einer minimalen Rundreise in m_shortestKknownTour und die L&nge dieser in
m_upperBound gespeichert. Die Distanzmatrix enthalt genau ein Element pro Zeile und pro
Spalte, sodass sie als Permutation der n Stadte angesehen werden kann und somit als
Rundreise.

In den Zeilen 113-115 wird ein Schutztest durchgefihrt, der priift ob die Distanzmatrix
mindestens die Dimension 2 besitzt. Sollte dies nicht der Fall sein, wird der Algorithmus erst
gar nicht ausgefiihrt.

In den Zeilen 117 und 118 werden die beiden Attribute
m_upperBound=Double.POSITIVE_INFINITY und m_shortestKnownTour=null gesetzt, um
Initialwerte zu vergeben und die Vorbedingung von ,,branchAndBound()“ zu erfllen.

In Zeile 120 erfolgt dann der Aufruf des Branch-and-Bound-Algorithmus mit dem
Startknoten 0, einem O Einheiten langen Anfangsstiick und der Problem-Distanzmatrix. Nach
dessen Termination ist eine minimale Rundreise in m_shortestKnownTour und die L&nge
dieser in m_upperBound gespeichert.

31/32



7. Komplexititen

Es lassen sich Situationen konstruieren, wo alle (n-1)! Rundreisen konstruiert werden missen, um
die (in diesem Fall kann es nur eine sein) minimale Rundreise zu finden. Dies stellt den
schlechtesten Fall dar, hier wachst der Aufwand in Abhangigkeit von der Anzahl n der Stadte mit
asymptotisch zur Fakultatsfunktion. Deshalb gilt: O(n!).

Im trivialen Fall der Aufzahlung aller Permutationen ist der beste gleich dem schlechtesten Fall mit
O(n'). Hier zeigt sich der Vorteil von Branch-and-Bound: der beste Fall lasst sich so konstruieren,
dass die minimale Rundreise durch alle n Stadte die Gestalt 0>1>2->...->n-1->0 hat und im
Entscheidungsbaum nur diese eine Rundreise betrachtet werden muss. Alle Teilbdume, die diese
Rundreise nicht enthalten, sollen aufgrund einer zu groRen unteren Schranke abgeschnitten werden.
Dadurch sind nur n Knoten im Entscheidungsbaum zu betrachten (inkl. der Wurzel), womit die
Laufzeit im besten Fall linear ist, also gilt: &(n).
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